Clase parametrizacion de secciones
conicas en el plano

Como apreciamos en la figura siguiente (tomada de la pagina 61 Addison-Wesley de Edit.
Pearson), las secciones conicas son la circunferencia, la elipse, la parabola y la hipérbola:

Circle: plane perpendicular Ellipse: plane obligus Parabasla: plase parallel Hyperbala: plane cuts
bir cOE QXS o ConeE axis i sidle of cone baoth halves of cone

(ap

Estas secciones conicas tienen gran aplicacion en muchas areas por lo que debemos aprender
a parametrizarlas para su analisis posterior.

Mota. Recordemos las ecuaciones de estas figuras:

Circunferencia x2t+yi=r?
Elipse xe <
ol
i B
Paribola ¥y =y
Hipérbola X gt
2 B
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

1) Para parametrizar la circunferencia, debemos suponer que tenemos un punto P
cualguiera, de coordenadas “x"y “y", moviendose en el perimetrode la circunferencia,
con radio R, ahora supongamos gque “t" es el angulo que se forma con el
desplazamiento del punto P en la trayectoria de la circunferencia:
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

De esto podemos analizar el triangulo rectangulo que se forma y obtener:

¥y =R({Sen t)

i

| |
Ix = HR(Cos T) !

Si R es la hipotenusa y t el angulo, con las funciones seno y coseno obtenemos los catetos en
funcionde Ryt

C.op. C.ady

Senf = -P Cosd = ﬂ_}
Hip Hip
Sent=2 Cost=—
en =R 0S =R
v=R(Sent) x=R(Cost)
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

Ahora, si gueremos que el punto P se desplace por toda la trayectoria de la superficie, debe

seguir la ecuacion de la circunferencia:
Ecuacion de [a

xZ+yi=rc circunferencia
Substituyendo:
(RCost)*+ (R Sent)*=R"
R? Cos®t+ R? Sen’t = R?

R*(Cos?t + Sen’t) = R?
Identidad
trigonométrica

Cos’t + Sen’t=1
Muestraecuacion se asemejaala identidad trigonométrica
De las ecuaciones paramétricas:
x = R(Cost)

¥ = R(Sent)
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F@...clase parametrizacidon de secciones

conicas en el plano

Podemos identificar los limites de nuestra circunferencia en la tabla siguiente

t{grados) t (radianes) Limites [x,y]
0 0 [R,0]
50 /2 [0, R]
180 T [-R,0]
270 3n/2 [0, R]
360 21 [R,0]
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F@...clase parametrizacidon de secciones
conicas en el plano

1.a)  Paraparametrizar una circunferencia cuyo centro esta fuera del origen debemos:
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

La ecuacion de la circunferencia con centro fuera del origen es:

-2+ —k)2=r]

Para este caso, el tridngulo rectangulo que se forma es el siguiente:

De esto podemos analizar el triangulo rectangulo que se forma y obtener:

y—k=R(Sen t)

| |
[ I
x—h =R(Cos t)
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

Si R es la hipotenusa y tel angulo, con las funciones seno y coseno obtenemos los catetos en
funcionde Ryt

C.op. O ady
Senfd = .p Cos@ = ﬂ_ﬂ}

Hip Hip
STt Past—r
en.— 2 Gs.— =
y=R(Sent) + k x=R(Cost)+h

Las ecuaciones parameétricas son:

x=R(Cost)+h

vy =R(Sent)+k
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

2) Vamos ahora a parametrizar la elipse, para ello debemos considerar la ecuacion de la
elipse como si fuera de la forma de la identidad trigonométrica sen®t + cos®t =1

La ecuacion de la elipse

i Ecuacion de la
—=F=—==1 elipse
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¥ ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

Equiparando esta ecuacion con la identidad trigonométrica:

Esentonces que:

sen‘t+ rostt=1

£ . y2 .
— =sen“t — =c¢cos“t
= b=
F AN o ¥y
(—) = sen~-t (—) = cos“t
a1 b
X e ¥ ==
— =/ sen-t — =4/cos“t
a b
x v
—=3%5ent — = cost
a ' S
x = a(sent) ¥ = b(cost)

Las ecuaciones paramétricas de la elipse son:

x = a(sent)

y = b(cost)
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

2.a)  Paraparametrizar unaelipse cuyo centro esta fueradelorigen, debemos:

i
: b
La ecuacionde la elipse
s 5 Ecuacion de la
x—h)* (y—k)-
( ,.}+} ,.} = ; elipse
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

Equiparando estaecuacion con la identidad trigonomeétrica:
sen®t + cos*t =1

Esentoncesque:

(x —h)?2 y (v —k)?2 "
- ) = sen<t ) q} = cos<t
| A - he i
( _h)_ e :!.:'_j':)_ z
= sen=<t — | =cos“t
a b
x=h. ¥k
=+ 5en-t — = fcost
i b
x—N y—k
” =sent — = rcost
x=alsent)+h y = blcost) + k

Las ecuaciones parametricas de la elipse son:
x =alsent) +h

y = blcost) +k
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

3) Para parametrizar la parabola, partimos de su ecuacion (no confundir “P” que es el
punto que se desplaza en la parabola, con “p” que es la coordenada en x del foco F):

P(x, ¥)

Q
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F@...clase parametrizacidon de secciones
conicas en el plano

Ecuacion de la

Al parabola
Sihacemosy=t, tendremos:
y—k
t:
N
r

Y asi tendremos las ecuaciones paramétricas de la parabola
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

3.a) Para parametrizar la parabola, con vertice fuera del origen, partimos de su ecuacion
(no confundir “P” gue es el punto gue se desplaza en la parabola, con “p"” que es la
coordenada en x del foco F):

Play)
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F@...clase parametrizacidon de secciones
conicas en el plano

5 : Ecuacion de la
(y—k):=plx—h)

parabola
Sihacemosy=t, tendremos:
y=t

(t— k)2
P

L +h

Y asi tendremos las ecuaciones parameétricas de la parabola
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¥ ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

4) Para parametrizar la hipérbola partimos de considerar la ecuacion de la hiperbola
como si fuera de la forma de la identidad trigonométrica cosh®t — senh®t =1
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

La ecuacionde la hipérbola
Ecuacion de la

J’?: - hipérbola

Equiparando esta ecuacion con la identidad trigonomeétrica:
Identidad

cosh®’t— senh’t=1 : e
trigonometrica

Entonces podemaos igualar:

| "

- = cosh®t F—,—.: senh?t
e b
x4 2 . 7 2
(E:] = cosh=<t (%:] = senh=t
x e r e
— =/ (cosh)*t % = /(senh)?t
a. ;
— = cosht = =gsenht
o -
x = a (cosht) v = b (senht)

Las ecuaciones parametricas de la hipérbolason:
x = a(cosht)

v = b (senht)
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

4.a) Para parametrizar la hipérbola con centro fuera del origen, partimos de considerar la
ecuacion de la hipérbola como si fuera de la forma de la identidad trigonométrica cosh®t —
senh®t=1

—

Mtra. Ma. De los Angeles Martinez Cosio
Junio 20



F@...clase parametrizacidon de secciones
conicas en el plano

La ecuacion de la hipérbola

. TR ,, Ecuacion de la
(x—h)* (y—k)* B

h ﬂ 1 hipérbola
a- b=

Equiparando esta ecuacion con la identidad trigonométrica:
Identidad

cosh®t— senh®*t=1 . e
trigonomeétrica
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b ...clase parametrizacién de secciones
conicas en el plano

Entonces podemosigualar:

( ,.} — coshet S ,.} — senhZt
as - Be

b ot | n v =&Y n

( ) = cosh=-t (—) = senh-t
& b

X=— - - y—k —_—
2 =/ (cosh)*t : = =/ (senh)?t
x—h y—k

— cosht — —=senht

ﬂ .
x =a (cosht)+ h y = b(senht) +k

Las ecuaciones parameétricas de la hipérbola son:

x =aflcosht)+h

y=b(senht)+ k
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